
 
OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

ETAPA LOCALĂ – 17.02.2018 

BAREM DE CORECTARE 

CLASA A XI-A  

SUBIECTUL I 

a) Fie şirul (𝑥𝑛)𝑛≥1 cu termenul general: 

𝑥𝑛 = {√𝑛2 + 3𝑛 + 2} + {√𝑛2 + 5𝑛 + 6} + {√𝑛2 + 7𝑛 + 12}. 

Calculaţi lim
𝑛→∞

𝑥𝑛.  Notăm cu {𝑎} partea fracţionară a numărului real a. 

b) Fie şirul (𝑥𝑛)𝑛≥1 cu termenul general: 

𝑥𝑛= ∑ {√𝑛2 + (2𝑘 + 1)𝑛 + 𝑘(𝑘 + 1)}𝑘=𝑝
𝑘=0 . Arătaţi că  lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 ∈  (√𝑝 , 𝑝). 

 

Rezolvare și barem: 

a)  𝑛2 + 3𝑛 + 2 = (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)  

       𝑛2 + 5𝑛 + 6 = (𝑛 + 2)(𝑛 + 3) 

       𝑛2 + 7𝑛 + 12 = (𝑛 + 3)(𝑛 + 4) 

(𝑛 + 1)2 < (𝑛 + 1)(𝑛 + 2) < (𝑛 + 2)2 < = > (𝑛 + 1) < √(𝑛 + 1)(𝑛 + 2) < (𝑛 + 2) 

=> [√𝑛2 + 3𝑛 + 2] = 𝑛 + 1 => 

=> {√𝑛2 + 3𝑛 + 2} = √𝑛2 + 3𝑛 + 2 − (𝑛 + 1) =
𝑛+1

√𝑛2+3𝑛+2+(𝑛+1)

 ………….……1p 

Analog, [√𝑛2 + 5𝑛 + 6] = 𝑛 + 2 => 

=> {√𝑛2 + 5𝑛 + 6} = √𝑛2 + 5𝑛 + 6 − (𝑛 + 2) = 
𝑛+2

√𝑛2+5𝑛+6 + (𝑛+2)
    

şi [√𝑛2 + 7𝑛 + 12] = 𝑛 + 3 =>   

=> {√𝑛2 + 7𝑛 + 12}  = √𝑛2 + 7𝑛 + 12  −  (𝑛 + 3) = 
𝑛+3

√𝑛2+7𝑛+12 + (𝑛+3)
   …….1p 

         lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 
1

2
 +  

1

2
 +  

1

2
  =  

3

2
 ………………………..………….…….1p 

 

b) Conform pct. a), 

 {√𝑛2 + (2𝑘 + 1)𝑛 + 𝑘(𝑘 + 1)} = √𝑛2 + (2𝑘 + 1)𝑛 + 𝑘(𝑘 + 1)  − (𝑛 + 𝑘) = 

= 
𝒏+𝒌

√𝑛2+(2𝑘+1)𝑛+𝑘(𝑘+1) + (𝑛+𝑘) 
    ………………………………...…..1p 

 

∑ {√𝑛2 + (2𝑘 + 1)𝑛 + 𝑘(𝑘 + 1)} =
1
2

 + 1
2

 + ⋯ + 1
2

= 𝑝+1
2

𝑝
𝑘=0 ….……….1p 

       Dem. că:  √𝑝 <  
𝑝+1

2
   <   𝑝                                                                            ….....2p 
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SUBIECTUL 2 

      Fie a, b, c numere întregi, nu toate nule şi 𝑘 ∈ 𝑍, astfel încât: 

            |
𝑎 𝑏 𝑐

𝑘𝑐 𝑎 𝑏
𝑘𝑏 𝑘𝑐 𝑎

| = 0.  Să se arate că numărul k este cub perfect. 

 

Rezolvare și barem: 

d = |
𝑎 𝑏 𝑐

𝑘𝑐 𝑎 𝑏
𝑘𝑏 𝑘𝑐 𝑎

| = 𝑎3 +  𝑘𝑏3 + 𝑘2𝑐3  − 3𝑎𝑏𝑐𝑘  =                       ………………………..1p 

=  𝑎3 + (√𝑘
3

𝑏)
3

+  (√𝑘23
𝑐)

3
− 3𝑎(√𝑘

3
𝑏)(√𝑘23

𝑐)                          ………………………..1p 

=  
1

2
(𝑎 + √𝑘

3
𝑏 + √𝑘23

𝑐) [(𝑎 − √𝑘
3

𝑏)
2

+ (𝑎 − √𝑘23
𝑐)

2
+ (√𝑘

3
𝑏 − √𝑘23

𝑐)
2

] ……………..1p 

 

d = 0  => 𝑎 + √𝑘
3

𝑏 + √𝑘23
𝑐 = 0  =>  𝑎 =  −√𝑘

3
𝑏 − √𝑘23

𝑐 
dar 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑍 𝑛𝑢 𝑡𝑜𝑎𝑡𝑒 𝑛𝑢𝑙𝑒, 𝑘 ∈ 𝑍 

} => 

           => √𝑘
3

 şi √𝑘23
∈ 𝑍 =>  k cub perfect,  𝑘 = 𝑥3, 𝑥 ∈ 𝑍 => 𝑎 =  −𝑥𝑏 − 𝑥2𝑐 ∈ 𝑍 ...2p 

                  

Sau 

        => (𝑎 − √𝑘
3

𝑏)
2

+ (𝑎 − √𝑘23
𝑐)

2
+ (√𝑘

3
𝑏 − √𝑘23

𝑐)
2

 = 0 => {
𝑎 − √𝑘

3
𝑏 = 0

𝑎 − √𝑘23
𝑐 = 0

√𝑘
3

𝑏 − √𝑘23
𝑐 = 0

<=> 

<=> {
𝑎 = √𝑘

3
𝑏 ∈ 𝑍

𝑎 = √𝑘23
𝑐 ∈ 𝑍

√𝑘
3

𝑏 = √𝑘23
𝑐 ∈ 𝑍

 => k cub perfect, 𝑘 = 𝑥3, 𝑥 ∈ 𝑍                 …………………….2p 
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SUBIECTUL 3 

      Fie funcția f:(0,∞) → (0,∞) . Arătați ca următoarele  două afirmații sunt echivalente: 

1) lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥1+𝜀 =0 şi lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥1−𝜀 = ∞ (∀)𝜀 > 0 

2) lim
𝑥→∞

𝑙𝑛𝑓(𝑥)

ln 𝑥
 =1 

Rezolvare și barem: 

1)=> 𝟐) lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥1+𝜀=0=> ∃ m1>0 astfel incat  
𝑓(𝑥)

𝑥1+𝜀<1, ∀ x>m1 

lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥1−𝜀 =∞ => ∃ m2>0 astfel incat  
𝑓(𝑥)

𝑥1−𝜀>1, ∀ x>m2                   .....................................1p 

Fie m=max(𝑚1, 𝑚2,1) atunci 𝑥1−𝜀< f(x) < 𝑥1+𝜀 ∀𝑥 > 𝑚 => 𝑙𝑛𝑥1−𝜀<ln f(x) <𝑙𝑛𝑥1+𝜀 ∀𝑥 >

𝑚 => (1 − 𝜀) ln 𝑥< ln f(x) <(1 + 𝜀) ln 𝑥 => 1 − 𝜀 <
𝑙𝑛𝑓(𝑥)

ln 𝑥
< 1 + 𝜀 pentru 𝜀 ales arbitrar si 

x>m deci lim
𝑥→∞

𝑙𝑛𝑓(𝑥)

ln 𝑥
=1                                                                           .................................2p 

2) =>1) Fie 𝜀 > 0, 

lim
𝑥→∞

𝑙𝑛𝑓(𝑥)

ln 𝑥
=1 => ∃ m>1 astfel incat 1- 

𝜀

2
 <

𝑙𝑛𝑓(𝑥)

ln 𝑥
< 1+

𝜀

2
  , ∀𝑥 > 𝑚 =>                  .............1p 

(1- 
𝜀

2
 )ln x < ln 𝑓(𝑥) <  (1+

𝜀

2
) ln x , ∀𝑥 > 𝑚 

ln 𝑥1−
𝜀

2<  ln f(x)<ln 𝑥1+
𝜀

2  , ∀𝑥 > 𝑚, 

 Din monotonia funcției ln => 𝑥1−
𝜀

2< f(x)< 𝑥1+
𝜀

2,    ∀𝑥 > 𝑚………………………………..1p 

=>
𝑓(𝑥)

𝑥1+𝜀<
1

𝑥
𝜀
2

 ∀𝑥 > 𝑚 deci lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥1+𝜀=0                                                               .............1p 

 
𝑓(𝑥)

𝑥1−𝜀> 
1

𝑥
𝜀
2

 ∀𝑥 > 𝑚 deci lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥1−𝜀=∞.                                                               ...............1p 
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SUBIECTUL 4 

a) Fie 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝑅) şi C=(

1
1
⋮
1

) ∈ 𝑀𝑛,1(𝑅). Demonstraţi că suma elementelor de pe fiecare 

linie a matricei A este egală cu 2 dacă şi numai dacă 𝐴 ∙ 𝐶 = 2 ∙ 𝐶. 

b) Dacă 𝐵 =  (𝑏𝑖𝑗)
𝑖,𝑗=1,𝑛̅̅̅̅̅

, 𝐵 ∈ 𝑀𝑛(𝑅) are proprietatea că  ∑ 𝑏𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1 = 𝜆 𝜖 𝑅, (∀)𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, 

arătaţi că suma elementelor de pe fiecare linie a matricei 𝐵𝑛 este egală cu 𝜆𝑛, (∀)𝑛 ∈

 𝑁∗. 

c) Fie M = (𝑚𝑖𝑗)
𝑖,𝑗=1,𝑛̅̅̅̅̅

, 𝑀 ∈ 𝑀𝑛(𝑅), astfel încât ∑ 𝑚𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1 = 4, (∀)𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅. Aflaţi suma 

elementelor matricei 𝑀4. 

 

Rezolvare și barem: 

a) Calcul direct ...............................................................................................................(2p) 

 

     b) Cerinţa <=> 𝑃(𝑛): 𝐵𝑛 ∙ 𝐶 =  𝜆𝑛 ∙ 𝐶, (∀)𝑛 ∈  𝑁∗ prin inducţie matematică 

         Etapa de verificare: 𝑃(1): 𝐵 ∙ 𝐶 =  𝜆 ∙ 𝐶 în baza punctului anterior             ..............(1p) 

         Etapa de demonstraţie: Din 𝐵𝑘 ∙ 𝐶 =  𝜆𝑘 ∙ 𝐶 => 𝐵𝑘+1 ∙ 𝐶 =  𝜆𝑘+1 ∙ 𝐶 

          𝐵 ∙ 𝐵𝑘 ∙ 𝐶 = 𝐵 ∙ (𝜆𝑘 ∙ 𝐶)   <=>  𝐵𝑘+1 ∙ 𝐶 =  𝜆𝑘 ∙ (𝐵 ∙ 𝐶) <=> 

   <=> 𝐵𝑘+1 ∙ 𝐶 =  𝜆𝑘 ∙ (𝜆 ∙ 𝐶) <=> 𝐵𝑘+1 ∙ 𝐶 =  𝜆𝑘+1 ∙ 𝐶 

      Concluzie: 𝐵𝑛 ∙ 𝐶 =  𝜆𝑛 ∙ 𝐶, (∀)𝑛 ∈  𝑁∗ <=> suma elementelor de pe fiecare linie a 

matricei 𝐵𝑛 este egală cu 𝜆𝑛, (∀)𝑛 ∈  𝑁∗.  ..........................................................................(2p) 

 

    c) Folosind punctul  b), suma elementelor de pe fiecare linie a matricei 𝑀4 este 256, deci 

suma elementelor lui  𝑀4  este 256 ∙ 𝑛    .............................................................................(2p) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


